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Abstrakt 
Diplomová práce je zaměřena na numerickou simulaci autofretáže vysokotlakého zásobníku 
paliva – railu v systému Common Rail. Nejprve je popsán Chabocheho model, který je později 
použit pro simulaci autofretáže. Jsou popsány různé přístupy, které můžou být použity pro 
získání vhodného materiálového modelu. Poté je sledován vliv těchto různých přístupů na 
napjatost railu během procesu autofretáže. Vhodnost Chabocheho modelu pro simulace 
autofretáže a opakované autofretáže je posouzena srovnáním s komplexnějším Jiangovým 
modelem. Nakonec je sledován vliv autofretážního tlaku na různé vlastnosti, především na 
zbytková napětí. 
 
 
Abstract 
The master‘s thesis is aimed on numerical simulation of autofrettage of high pressure fuel vessel 
– rail in Common Rail system. First there is described Chaboche model, which is later used for 
simulation of autofrettage.  There are described different approaches which can be used to 
obtain sufficient material model. Then there is observed influence of these different approaches 
on stress state of rail within the process of autofrettage. Suitability of Chaboche model for 
autofrettage and re-autofrettage simulations is assessed by comparing with more complex Jiang 
model. In the end there is a study of influence of autofrettage pressure on different properties, 
especially on residual stresses. 
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1 Úvod 
 
Vhledem ke stále vzrůstajícím požadavkům na ekologii je velký tlak na snižování množství 
škodlivých látek ve výfukových plynech automobilů. Množství těchto škodlivin jde ruku v ruce 
s množstvím použitého paliva – čím menší spotřeba, tím méně výfukových plynů a tím pádem 
menší množství škodlivin. Hledají se proto způsoby, jak zvýšit účinnost a tím snížit spotřebu 
motorů. Jedním ze způsobů, jak zvýšit kvalitu spalování a tím snížit množství potřebného 
paliva, je zvyšování vstřikovacích tlaků. V případě použití dieselového motoru je možností, jak 
toho dosáhnout, použít systém zvaný Common Rail. Tento technicky poměrně jednoduchý 
systém se skládá ze tří hlavních částí – vysokotlakého čerpadla, vysokotlakého zásobníku paliva 
(railu) a vstřikovačů. 
Tato diplomová práce se zabývá právě vysokotlakým zásobníkem paliva, neboli railem. Od 
této součástky je také odvozen název systému. Ten vychází z toho, že rail je společný – 
common, pro všechny válce motoru. Celý systém funguje při velmi vysokých tlacích, proto je 
značně zatěžován. Aby se zvýšila odolnost a životnost railů, je u nich prováděna tzv. autofretáž. 
Jedná se o proces, který v materiálu vyvolá tlaková zbytková napětí snižující namáhání railu 
v provozním režimu. To umožňuje jednak používat vyšší tlaky a také zvyšuje životnost railů. O 
úspěchu autofretáže a následných mechanických vlastnostech rozhoduje právě velikost 
zbytkových napětí. 
Zbytková napětí lze obecně určit dvěma způsoby – experimentálně a výpočtově. Experi-
mentální určení zbytkových napětí je poměrně komplikované, zvláště u tak malé a složité 
součástky. Je k němu potřeba také speciální vybavení a v případě destruktivních metod dochází 
ke zničení součástky. Druhou možností, jak určit zbytková napětí, je výpočtové modelování. 
Zde je třeba dbát na správnost výpočtového modelu, zejména si je třeba dát pozor, aby byl 
použit adekvátní model materiálu. Je třeba použít takový materiálový model, který je schopný 
správně simulovat cyklickou plasticitu. Cyklická plasticity se zabývá nelineárním chováním 
materiálu, který je opakovaně namáhán vnějším zatížením. Právě tento způsob namáhání se 
uplatňuje během autofretáže railů. 
Diplomová práce byla vypracována ve spolupráci s firmou Bosch Diesel s.r.o. Tato společ-
nost se sídlem v Jihlavě patří mezi světově nejvýznamnější výrobce systému Common Rail. 
Mezi její odběratele patří většina automobilek na světě. 
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2 Popis a analýza problémové situace 
 
Trend zvyšování tlaku paliva dodávaného do motoru začal v Evropě přibližně v roce 1980. V té 
době bylo řadové vstřikovací čerpadlo schopno dodávat naftu do motoru pod tlakem 60 MPa. 
Díky konstrukčním úpravám, optimalizaci a následnému použití elektronických regulačních 
systémů bylo na přelomu tisíciletí dosahováno vstřikovacích tlaků 115 MPa, později až 135 
MPa [1]. Pro další zvýšení vstřikovacích tlaků bylo třeba změnit konstrukci. V posledním 
období se na trhu úspěšně prosazuje systém Common Rail. 
 
2.1 Palivový systém motoru se vstřikováním Common Rail 
Hlavními součástmi systému Common Rail jsou tedy vysokotlaké čerpadlo, které vysokým 
tlakem plní zásobník paliva (rail), ze kterého se palivo rozděluje k jednotlivým vstřikovačům. 
Mimo to obsahuje i množství dalších součástí nutných pro řízení a správný provoz celého 
systému. 
2.1.1 Vývoj vstřikovacího systému Common Rail 
Historie systému Common Rail sahá do konce 60. let 20. stol. V prvních osobních automobilech 
se však objevil až v roce 1997. 
 
První generace – od roku 1997, bylo dosahováno tlaků 140-160 MPa. Hlavnímu vstřiku před-
cházel předstřik nepatrného množství paliva, což vedlo ke snížení nárůstu spalovacího tlaku a 
tím ke snížení charakteristického hluku dieselových motorů. 
 
Druhá generace – od roku 2001, systém dosahoval tlaků 160-200 MPa. K předstřiku a hlavnímu 
vstřiku přibyla ještě třetí fáze – dostřik. Ten je důležitý pro správnou funkci filtru pevných 
částic. 
 
Třetí generace – od roku 2003. Je dosahováno stejných tlaků jako u druhé generace, za jeden 
cyklus je však možné uskutečnit až pět dílčích vstřiků. 
 
Čtvrtá generace – užitím hydraulického zesilovače je dosahováno vstřikovacího tlaku až 250 
MPa, přičemž jednotlivé vstřiky můžou mít různou velikost a různou rychlost náběhu [1]. 
 
2.1.2 Princip činnosti systému Common Rail 
Schéma systému je vidět na obr. 1. Systém lze rozdělit na nízkotlakou a vysokotlakou část. 
Nízkotlaká část zabezpečuje čištění a dopravu paliva do vysokotlaké části. Palivo je pomocí 
podávacího čerpadla odčerpávané z nádrže a prochází přes palivový filtr. Z podávacího čerpadla 
vede palivo nízkotlakým potrubím do vysokotlakého čerpadla. Vysokotlaké čerpadlo stlačí 
palivo na požadovaný tlak, který závisí na konstrukci a typu systému. Vysokotlakým čerpadlem 
je palivo vháněno do vysokotlakého zásobníku paliva, kde je pomocí snímače a regulátoru tlaku 
udržován konstantní tlak. Z vysokotlakého zásobníku pak proudí palivo k jednotlivým vstřiko-
vačům. Při volnoběhu a malém zatížení vzniká přebytek paliva, který je odváděn zpět do nádrže 
[2]. 
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Mozkem celého systému je řídící jednotka. Ta vyhodnocuje signály ze snímačů a řídí činnost 
akčních členů (vstřikovače, regulátor tlaku paliva, ovládací jednotka žhavení atd.). Doby a 
okamžiky vstřiků jsou vypočítávány pomocí uložených datových polí na základě požadovaného 
stylu jízdy [3]. 
 
 
Obr. 1 Palivový systém vstřikovacího zařízení Common Rail firmy Bosch [3] 
2.1.3 Vysokotlaký zásobník paliva (rail) 
Jak už je z názvu diplomové práce patrné, právě touhle součástí se tato práce zabývá. Rail 
(obr. 2) funguje jako akumulátor paliva pod vysokým tlakem, které je do něj vháněno z vysoko-
tlakého čerpadla. Díky svému dostatečnému objemu tlumí kolísáni tlaku způsobené pulzující 
dodávkou paliva z čerpadla a neustálým zavíráním a otvíráním vstřikovačů. Rail funguje také 
jako rozdělovač paliva pro jednotlivé vstřikovače. Raily se vyrábí kováním nebo svařováním 
[4]. 
 
 
 FSI VUT v Brně  ÚMTMB 
 
 
13 
 
 
Obr. 2 Vysokotlaký zásobník paliva (rail) [3] 
2.2 Autofretáž 
Protože systém pracuje s velmi vysokými tlaky paliva, jsou jeho součásti značně namáhané. 
Aby bylo možné s tak vysokými tlaky pracovat a zároveň byla zabezpečena vysoká spolehlivost 
a životnost, je u railu prováděna autofretáž. 
Autofretáž je bezpečný, jednoduchý a efektivní způsob jak výrazně zvýšit únavovou 
životnost tlakových nádob nebo jiných součástí namáhaných vnitřním tlakem. Metoda se 
původně používala pro hlavně pušek a děl, dnešní využití je mnohem širší. Používá se u 
součástí, které pracují za vysokých provozních tlaků, jako například zařízení používané pro 
řezání vodním paprskem, pumpy, různé tlakové nádoby a také vysokotlaké zásobníky paliva [5]. 
 
2.2.1 Princip autofretáže 
Proces autofretáže se skládá ze dvou kroků, které jsou znázorněny na obr. 3. V první části je na 
vnitřní povrch součásti aplikován velmi vysoký tlak. Na vnitřním okraji tím dojde k překročení 
meze kluzu daného materiálu a dojde k trvalé plastické deformaci. Směrem k vnějšímu okraji 
napětí klesá, proto na vnějším okraji nemůže dojít k překročení meze kluzu a součást se zde 
deformuje elasticky. Ve druhém kroku pak dojde k odtížení vnitřního okraje a oblast zdeformo-
vaná elasticky se vrátí do své původní velikosti. Tím dojde ke stlačení zplastizované vrstvy, což 
na vnitřním okraji vyvolá tlakové obvodové zbytkové napětí [5]. 
Autofretáž se může provádět dvěma způsoby [6]: 
 mechanicky – dutinou autofretážovaného dílu se protáhne tvrdý trn, který je o něco 
větší, než jsou vnitřní rozměry dílu. Vzniklý přesah způsobí zplastizovaní na vnitřním 
povrchu. Vhodné pouze pro jednoduché součástky. 
 
 hydraulicky – do dutiny dílu je přiváděn vysoký hydraulický tlak, který vyvolá pružně-
plastickou deformaci na autofretážovaném dílu. Při této metodě je nutno velmi dobře 
utěsnit všechny otvory. Tekutina je pak přiváděna buď některou ze zátek, nebo speciál-
ním otvorem vyrobeným pro tento účel. Na rozdíl od mechanického způsobu se dá 
pomocí hydraulického tlaku provádět autofretáž i u tvarově složitých součástí. Pro 
autofretáž railů se používá právě tohoto postupu. 
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Obr. 3 Princip autofretáže [5] 
 
2.2.2 Výhody autofretáže 
Výhody autofretáže souvisí zejména se skutečností, že zbytková tlaková napětí se superponují 
s tahovými napětími při provozním zatížení, čímž dochází k jejich redukci. Mezi hlavní výhody 
použití autofretáže tak patří [5]: 
 součásti, které prošli autofretáží, můžou pracovat za výrazně vyšších tlaků než součásti, 
které autofretáží neprošli 
 při stejném pracovním tlaku je možné použít součást s menší tloušťkou stěny nebo 
z levnějšího materiálu 
 při stejném pracovním tlaku nárůst životnosti cyklicky zatěžovaného tělesa 
 v případě výskytu trhliny na vnitřním povrchu je její šíření díky tlakovým napětím zpo-
maleno, případně úplně zastaveno 
 výrazně snížená citlivost na přítomnost vrubů. 
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3 Formulace problému a cíle řešení 
 
Diplomová práce se tedy zabývá výpočtovým určením zbytkových napětí, které vznikly ve 
stěně railu po autofretáži. Protože procesu autofretáže může být rail vystaven opakovaně, a to 
buď záměrně, pro umocnění efektu autofretáže, nebo v důsledku chybného průběhu prvního 
cyklu autofretáže (např. chyba tlakového čidla, nedosažení požadovaného tlaku v railu v důsled-
ku netěsnosti apod.), bude analýza zbytkových napětí provedena pro několik autofretážních 
cyklů. Pro správné určení zbytkových napětí je třeba použit adekvátní výpočtový model. Pro 
výpočet byl zvolen Chabocheho kombinovaný model zpevnění. Tento model je zahrnut ve 
výpočtových softwarech Ansys a Abaqus. Tak jako u většiny konstitutivních modelů, i u Cha-
bocheho modelu je třeba určit jeho koeficienty na základě naměřených dat. Tento postup není 
v literatuře, zejména v české, moc rozebrán. 
 
Pro diplomovou práci byly stanoveny následující cíle: 
 Popsání postupu pro určení koeficientů Chabocheho kombinovaného modelu zpevnění. 
Aby bylo možné počítat s Chabocheho modelem plasticity, je nutné určit jeho koeficienty 
na základě zkoušek materiálu. Budou uvedeny zkoušky, podle kterých lze tyto koeficienty 
získat a bude popsán postup, jak koeficienty na základě těchto zkoušek určit. Následně pak 
budou tyto postupy aplikovány na naměřená data, konkrétně na zkoušku jednorázový tah-
tlak, a bude posouzena přesnost popisu naměřených hodnot Chabocheho modelem. 
 Posouzení vhodnosti použití Chabocheho kombinovaného modelu plasticity 
Toho bude dosaženo porovnáním výsledků pro Chabocheho a Jiangův model plasticity, 
jehož implementace byla k dispozici ve firmě Bosch, při jednorázové a opakované autofre-
táži. Jiangův model plasticity představuje komplexnější model plasticity, který umí lépe 
popsat ratchetting materiálu. Podrobnosti o použité implementaci Jiangova modelu a jeho 
vlastnostech nebyly firmou Bosch poskytnuty. Pro potřeby této práce lze vycházet z před-
pokladu, že se jedná o přesnější model, než je model Chabocheho. 
 Analýza vlivu vícenásobné autofretáže na deformaci a napjatost vysokotlaké nádoby 
s podélným a příčným vrtáním 
 Analýza vlivu autofretážního tlaku na deformaci a napjatost vysokotlaké nádoby s podél-
ným a příčným vrtáním. 
Aby byl proces autofretáže úspěšný, je nutné zvolit správný autofretážní tlak. Právě od jeho 
velikosti se odvíjí výsledná velikost zbytkových napětí, o které jde především. Kromě toho 
bude sledován vliv i na další vlastnosti s tím související. 
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4 Možnosti řešení 
Základním krokem řešení dané problematiky je stanovení napjatosti a deformace v tělese zásob-
níku pro vhodný výpočtový model a charakteristické zátěžné stavy. K řešení problému je možno 
přistoupit dvěma možnostmi: 
- analyticky 
- numericky (MKP) 
Analytickým způsobem je možné určit zbytková napětí pouze u jednoduché válcové, 
případně kulové nádoby. V tomhle případě je tento postup nedostatečný, protože v railu se 
vyskytují i příčné díry, které působí jako významné koncentrátory napětí. Pro přesný výpočet 
deformačně-napěťového stavu v oblasti ovlivněné koncentrátorem je tak nutné použít nume-
rické řešení. 
 
5 Vytvoření systému podstatných veličin 
 
5.1 Popis systému podstatných veličin 
Před samotným řešením problémové situace je nutné si uvědomit, co je z hlediska správnosti 
řešení důležité a co si můžeme dovolit zanedbat. K tomu slouží systém podstatných veličin. 
Vytváření systému veličin na objektu je realizací vztahů mezi subjektem S (řešitelem problému) 
a dvěma různými objekty, a to objektem  , který je předmětem našeho zájmu, a systémem 
    , který je abstraktním objektem vytvořeným na objektu  . Systém podstatných veličin 
     vytváří soustavu několika podmnožin      [7]: 
- Podmnožina S0 – obsahuje veličiny   , popisující prvky okolí objektu; jsou to tzv. 
environmentální veličiny. 
 
- Podmnožina S1 – veličiny    komplexně popisují objekt, tj. strukturu objektu, rozmís-
tění (topologii; topografii) prvků objektu v prostoru a geometrii těchto prvků – lze je 
proto označit jako objektové veličiny. 
 
- Podmnožina S2 – její veličiny    popisují podstatné vazby objektu s jeho okolím a na 
nich probíhající interakce, resp. vazby mezi jednotlivými podobjekty, na něž je objekt 
dekomponován. Popsat podstatné vazby vyžaduje vymezit i podstatné prvky okolí 
objektu. Tyto veličiny lze označit jako vazbové veličiny. 
 
- Podmnožina S3 – patří do ní ty veličiny   , které vyjadřují takovou aktivaci objektu W 
z jeho okolí, která na objektu vyvolává procesy. Veličiny    lze označit jako aktivační 
veličiny nebo taky podněty či příčiny. 
 
- Podmnožina S4 - tato podmnožina obsahuje veličiny   , které působí z okolí na objekt a 
ovlivňují na něm probíhající procesy – lze je označit jako ovlivňující veličiny. 
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- Podmnožina S5 – patří sem veličiny    vyjadřující vlastnosti prvků struktury objektu, 
na němž se řeší problém. Mohou to být vlastnosti geometrické, strukturní, fyzikální, 
mechanické, technologické, přičemž jednotlivá vlastnost může být vyjádřena i několika 
charakteristikami. Lze je nazvat jako strukturně-vlastnostní veličiny. 
 
- Podmnožina S6 – obsahuje veličiny    popisující procesy probíhající na struktuře 
objektu, uvádějící objekt do různých stavů, odlišných od stavů počátečních. Jsou to 
procesní veličiny a stavové veličiny. Oboje se obvykle dávají do jedné podmnožiny, 
protože je mezi nimi úzká souvislost – stavy jsou důsledky procesů. 
 
- Podmnožina S7 – patří sem veličiny    vyjadřující projevy (chování) objektu, které 
odpovídají stavům, do nichž se objekt dostal tím, že na objektu proběhly určité procesy. 
Lze je označit jako projevové veličiny. 
 
- Podmnožina S8 - zahrnuje veličiny    popisující důsledky projevů objektu na jeho 
okolí nebo na něho samého. Pro tyto veličiny lze použít název důsledkové veličiny. 
5.2 Systém podstatných veličin řešeného problému 
Na základě předchozí kapitoly lze pro problém řešený v této diplomové práci sestavit následu-
jící systém podstatných veličin: 
- Podmnožina S0 – přístroj, na kterém se autofretáž provádí 
 
- Podmnožina S1 – tvar a rozměry railu 
 
- Podmnožina S2 – uchycení railu v přístroji pro autofretáž 
 
- Podmnožina S3 – aplikace autofretážního tlaku 
 
- Podmnožina S4 – nejsou uvažovány žádné interakce railu s okolím 
 
- Podmnožina S5 – model materiálu 
 
- Podmnožina S6 – plastická deformace materiálu 
 
- Podmnožina S7 – deformace a napjatost ve stěně railu 
 
- Podmnožina S8 – výsledná tlaková zbytková napětí 
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6 Teoretický základ pro řešení 
 
Než se přistoupí k samotnému řešení problémové situace, je nejprve uvedena potřebná teorie 
nutná k pochopení principu numerického výpočtu a některé další skutečnosti týkající se cyklic-
ké plasticity kovů. 
6.1 Chování materiálu při cyklickém zatěžování 
V závislosti na typu materiálu, podmínkách zatěžování a teplotě může materiál při cyklickém 
zatěžování vykazovat různé chování. Zde budou uvedeny pouze případy, které jsou důležité pro 
tuto práci. 
 
6.1.1 Cyklické změkčení a zpevnění 
Jde o efekt, který souvisí se změnou odporu proti deformaci materiálu při cyklickém namáhání.  
Při zvětšování odporu dochází k cyklickému zpevnění, při zmenšování odporu naopak k cyklic-
kému změkčení. Projevy cyklického zpevnění/změkčení v závislosti na způsobu zatěžování jsou 
vidět na obr. 4. Některé materiály vykazují silné cyklické zpevnění/změkčení (např. nerezové 
oceli), jiné naopak málo výrazné (např. nízkouhlíkové oceli). Obecně lze říci, že tvrdé materiály 
cyklicky změkčují, zatímco měkké materiály cyklicky zpevňují [9]. 
Při dostatečném počtu cyklů dojde k postupnému ustálení hysterezní smyčky, kdy se už 
odpor materiálu proti deformaci nemění. Tuto ustálenou hysterezní smyčku nazýváme saturova-
nou hysterezní smyčkou. 
 
Obr. 4 a) cyklické změkčování při deformačně řízené zkoušce, b) cyklické zpevňování při 
deformačně řízené zkoušce, c) cyklické zpevňování při silově řízené zkoušce, c) cyklické 
změkčování při silově řízené zkoušce [9] 
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6.1.2 Bauschingerův efekt 
Bauschingerův efekt se projeví, je-li vzorek vystaven tahovému a následně tlakovému napětí. 
Projevuje se tím, že v důsledku plastické deformace vzorku v jednom směru se snižuje mez 
kluzu ve směru opačném [9]. Tato skutečnost je zobrazena na obr. 5 – mez kluzu v tlaku      u 
tělesa, které předtím prošlo plastickou deformací při zatěžování tahem, je menší než mez kluzu 
     v tlaku u tělesa, které bylo zatěžováno rovnou tlakem. 
  
Obr. 5 Ukázka Bauschingerova efektu 
6.1.3 Ratcheting 
Nazývá se také cyklický creep. Projevuje se při silovém zatěžování konstantní amplitudou napě-
tí    s nenulovým středním napětím   . K ratchetingu dochází v důsledku akumulace plastické 
deformace v jednom směru. To je způsobeno odlišným nelineárním chováním materiálu v tahu 
a v tlaku. Při jednoosém zatěžování se ratcheting projeví otevřenou hysterezní smyčkou (obr. 6). 
Velikost jednotlivých přírůstků plastické deformace     závisí na tom, zda materiál vykazuje 
cyklické zpevnění nebo změkčení (obr. 6 vpravo) [10]. 
 
 
Obr. 6 Vlevo - ukázka ratchetingu při jednoosém namáhání; vpravo – vývoj velikosti přírůstku 
plastické deformaci v závislosti na počtu cyklů N a na materiálu [10] 
 FSI VUT v Brně  ÚMTMB 
 
 
20 
 
6.2 Základy inkrementální teorie plasticity 
Při všech procesech popsaných v předchozích kapitolách hrála důležitou roli plasticita. Plasti-
citou nazýváme časově nezávislé, nelineární chování materiálů, které se vyskytuje po překro-
čení meze kluzu. Na rozdíl od elastického chování, kdy se těleso po odtížení vždy vrátí do 
původního stavu, v případě uvažování elasto-plasticity zůstanou v materiálu, u kterého byla 
překročena mez kluzu, po odtížení trvalé plastické deformace. 
Pro numerický výpočet elasto-plastického chování materiálu se nejčastěji používá inkre-
mentální teorie plasticity. Budou zde uvedeny pouze základní pravidla a vztahy, na kterých je 
tato teorie založena. Pro hlubší pochopení následujících skutečností doporučuji učebnici [11], 
kde jsou jednotlivé vztahy a souvislosti mezi nimi podrobně rozebrány, vysvětleny a odvozeny. 
6.2.1 Aditivní zákon 
Celková deformace tělesa zatíženého na úroveň plastické deformace se skládá z elastické a plas-
tické složky (obr. 7). Pro případ jednoosé napjatosti platí vztah: 
 
         (1) 
 
přičemž pro elastickou složku deformace platí Hookův zákon: 
 
        (2) 
 
kde E je modul pružnosti v tahu. Hookův zákon platí v kterémkoliv okamžiku v průběhu zatě-
žování či odlehčování. 
 
 
Obr. 7 Znázornění aditivního zákona [10] 
Pro případ víceosé napjatosti přejde předchozí vztah do tvaru: 
 
         (3) 
 
a pro elastickou složku deformace platí obecný Hookeův zákon: 
 
        (4) 
 
kde D je matice elastických konstant a symbol : značí operaci úžení tenzoru [10]. 
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6.2.2 Podmínka plasticity 
O tom, kdy začne materiál plastizovat, rozhoduje funkce plasticity f. Bude-li se uvažovat ideální 
elastoplastický materiál, tak funkce plasticity má v případě jednoosého namáhání tvar [10]: 
 
          (5) 
 
V případě víceosého namáhání je situace složitější. Pokud chceme víceosé napětí porovnávat 
s mezí kluzu, což je veličina určená při jednoosé tahové zkoušce, je nutné si vyjádřit ekviva-
lentní napětí. Pro vyjádření ekvivalentního napětí se v tomto případě používá von Misesova 
podmínka plasticity. Tu lze vyjádřit pomocí hlavních napětí          ve formě [10]: 
 
 
       
 
 
                             (6) 
 
Dále se vyjde z předpokladu, že plastické tečení je nezávislé na hydrostatickém napětí   . Von 
Misesovu podmínku plasticity lze tedy vyjádřit pouze pomocí deviátorové části tenzoru napětí 
   [11]: 
 
 
       
 
 
      (7) 
 
a funkce plasticity v tom případě bude mít tvar [11]: 
 
 
            
 
 
           (8) 
 
Zobrazení podmínky plasticity v souřadném systému hlavních napětí se říká plocha plasti-
city. Plochou plasticity u von Misesovy podmínky je válec s osou odpovídající přímce    
     . U podmínky von Mises, kde vystupuje pouze deviátorová část tenzoru napětí, se 
častěji pojmem plocha plasticity označuje již přímo její průměr v deviátorové rovině (rovina, 
kde platí                ). Pro podmínku von Mises je tímto průmětem kružnice (obr. 8) 
[10]. 
Na základě podmínky plasticity lze usuzovat, jakým způsobem se materiál bude deformovat 
[11]: 
 
    …elastická deformace 
    … plastická deformace. 
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Obr. 8 Plocha plasticity podmínky von Mises znázorněná v deviátorové rovině [10] 
 
6.2.3 Pravidlo zpevnění 
Většina kovů však při plastické deformaci zpevňuje. To znamená, že pro další plastickou defor-
maci je potřeba vyšší napětí. Podle toho, jak se vyvíjí deformační zpevnění materiálu, se mění i 
plocha plasticity. Ta může obecně měnit své rozměry, tvar i polohu. Pravidlo zpevnění udává, 
jakým způsobem se plocha plasticity mění. 
 
Izotropní zpevnění 
U izotropního zpevnění se plocha plasticity po překročení podmínky plasticity rovnoměrně 
zvětšuje ve všech směrech, přičemž počátek plochy plasticity zůstává stále v počátku souřad-
ného systému (obr. 9). Při použití von Misesovy podmínky se tedy mění pouze poloměr plochy 
plasticity. Obecně podmínka plasticity s izotropním zpevněním nabývá tvaru [10]: 
 
                     (9) 
 
přičemž proměnnou Y(p) je možné vyjádřit ve tvaru [11]: 
 
           (10) 
 
kde R je funkce vyjadřující izotropní zpevnění a je funkcí akumulované plastické deformace p. 
Z obr. 9 je dále patrné, že izotropní zpevnění není schopno správně popsat Bauschingerův efekt. 
V levé části je zde znázorněno, jakou deformační odezvu dává model plasticity s izotropním 
zpevněním při jednoosém silovém namáhání. Po překročení meze kluzu a následném odlehčení 
může dojít ke změně plastické deformace až v okamžiku, kdy napětí dosáhne záporně vzaté 
maximální hodnoty z kladné větve smyčky [10]. Z toho důvodu není model vhodný pro popis 
cyklického namáhání. 
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Obr. 9 Vývoj plochy plasticity při izotropním zpevnění [10] 
6.2.3.1 Kinematické zpevnění 
V případě kinematického zpevnění zůstává velikost plochy plasticity stejná, mění se však její 
poloha. Vnitřní řídící proměnnou je u tohoto druhu zpevnění kinematický tenzor napětí  , defi-
nující aktuální polohu středu plochy plasticity (obr. 10). Obecná rovnice podmínky plasticity 
pro kinematické zpevnění má tvar [10]: 
 
                     (11) 
 
Při použití von Misesovi podmínky plasticity vyjádřené rovnicí (7), přejde podmínka plasticity 
do tvaru [11]: 
 
 
   
 
 
                     (12) 
 
kde    je deviátorová část kinematického tenzoru  . Kinematické zpevnění umožňuje zachytit 
Bauschingerův efekt. Při překročení meze kluzu u jednoosého namáhání a následném odlehčení 
dojde ke změně plastické deformace až při odlehčení o     [10]. 
 
 
Obr. 10 Změna plochy plasticity při kinematickém zpevnění [10] 
 
Pro případ jednoosého namáhání nabývá podmínka plasticity pro kinematické zpevnění tvaru: 
 
              (13) 
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Kombinované zpevnění 
Mění-li plocha plasticity jak svoji velikost, tak svoji polohu, mluvíme o kombinovaném zpev-
nění (obr. 11). Podmínka plasticity je pak formulována takto [10]: 
 
                         (14) 
 
Při využití rovnic (7) a (10) lze tuto podmínky vyjádřit také ve tvaru [11]: 
 
 
   
 
 
                          (15) 
 
Vhodnou superpozicí kinematického a izotropního pravidla lze správně popsat transientní 
efekty objevující se v počátečních cyklech namáhání, cyklické změkčování nebo zpevňování 
materiálu, ratcheting i další efekty cyklické plasticity [10]. 
 
Obr. 11 Změna polohy a velikosti plochy plasticity při kombinovaném zpevnění [10] 
 
6.2.4 Pravidlo normality 
V jedné z předchozích kapitol byla uvedena podmínka, za které materiál dosáhne plastického 
stavu. Co se stane, bude-li se pokračovat v zatěžování, říká právě pravidlo normality, nazývané 
též pravidlo plasticity [10]. Po překročení meze kluzu nastává plastické tečení a právě pravidlo 
normality určuje směr tohoto tečení. Pravidlo normality je možné vyjádřit rovnicí: 
 
 
      
  
  
  (16) 
 
kde    je skalární součinitel (plastický násobek), který určuje velikost přírůstku a       určuje 
směr plastické deformace. Ten je ve směru vnější normály k ploše zatěžování [10], [11]. Ska-
lární součinitel    v případě jednoosého namáhání odpovídá absolutní hodnotě přírůstku axiální 
plastické deformace       , obecně pak přímo přírůstku akumulované plastické deformace, pro 
který platí [10]: 
 
 
       
 
 
        (17) 
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V závislosti na zvoleném pravidlu zpevnění je pak možno určit konkrétní tvar pro přírůstek 
akumulované plastické deformace   , resp. plastický násobek   , a tím pádem určit přírůstek 
plastické deformace     [11]. 
 
6.2.5 Podmínka konzistence 
Podmínka konzistence vyjadřuje požadavek, že během procesu zatěžování bod zatěžování 
nemůže opustit plochu plasticity. Právě na základě této podmínky dochází ke změnám velikosti 
nebo polohy plochy plasticity. Podmínka konzistence také umožňuje vypočítat hodnotu plastic-
kého násobku   . Konkrétní tvar podmínky konzistence záleží na pravidlu zpevnění, resp. na 
veličinách, na kterých je plocha plasticity pro dané zpevnění závislá. V obecném případě, kdy je 
plocha plasticity závislá na kinematickém tenzoru napětí   a akumulované plastické deformaci 
 , nabývá podmínka konzistence tvaru [11]: 
 
 
   
  
  
    
  
  
    
  
  
     (18) 
 
Důležitý je zejména první člen této rovnice, který udává, k jakému zatěžovacímu stavu dochází. 
Za předpokladu, že jakýkoliv napěťový stav lze vyjádřit pomocí tří složek normálových napětí 
(hlavních napětí), odpovídá výsledek výrazu 
  
  
    skalárnímu součinu dvou vektorů, jednot-
kovému vektoru odpovídající směru normály k ploše plasticity a vektoru přírůstku hlavních 
napětí. Jednotlivé případy, které mohou nastat na ploše zatěžování, lze definovat podle ostrosti 
úhlu, který výše dva uvedené vektory svírají. Obecně tedy může dojít ke třem stavům (obr. 12) 
[10]: 
1. Zatěžování – platí:            
  
  
      
2. Neutrální zatěžování – platí:            
  
  
     . V tomto případě bod 
charakterizující napjatost zůstává na ploše zatěžování. 
3. Odlehčování – platí             
  
  
     . V tomto případě dochází ke změně 
chování z elastoplastického na pružné, protože bod charakterizující aktuální napěťový 
stav se dostává dovnitř plochy plasticity (neplatí podmínka plasticity,    ). 
 
Obr. 12 Možné stavy zatěžování [10] 
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6.3 Chabocheho kombinovaný model zpevnění 
Cyklické změkčení či zpevnění materiálu, Bauschingerův efekt a ratchetting nelze popsat 
pomocí jednoduchého izotropního či kinematického modelu zpevnění. Jedním z materiálových 
modelů, který umí výše zmíněné jevy do určité míry popsat, je Chabocheho model, který 
kombinuje nelineární izotropní a nelineární kinematický model zpevnění. Model bude nejprve 
představen ve své obecné podobě, tj. pro případ víceosého namáhání. Následně pak budou 
odvozeny rovnice pro případ jednoosého namáhání. Ty jsou důležité z hlediska určování koefi-
cientů, neboť tzv. fitování, jak se tomuto určování koeficientů říká, se provádí právě na základě 
jednoosých cyklických zkoušek. 
 
6.3.1 Víceosé zatěžování 
Kinematické zpevnění 
Základem pro kinematickou část zpevnění Chabocheho kombinovaného modelu je Armstrong-
Frederickova rovnice pro kinematickou proměnnou  : 
 
 
   
 
 
          (19) 
 
kde     jsou materiálové charakteristiky. Spojením několika těchto rovnic vznikne Chabocheho 
kinematický model zpevnění: 
 
 
       
 
   
 (20) 
 
Díky použití více kinematických částí   vykazuje model mnohem lepší aproximaci experimen-
tálních dat než v případě použití pouze jedné Armstrong-Frederickovy rovnice [12]. 
 
Izotropní zpevnění 
Izotropní zpevnění se při kombinaci s kinematickým zpevněním používá k vyjádření cyklického 
zpevnění nebo změkčení. Pro popis izotropního zpevnění se používá rovnice: 
 
             (21) 
 
 
Kde     jsou materiálové parametry izotropního zpevnění a   je akumulovaná plastická 
deformace [12]. 
 
6.3.2 Jednoosé zatěžování 
Vlastnosti jednotlivých koeficientů budou zřetelnější, odvodí-li se na základě předchozích 
vztahů vztahy pro jednoosé namáhání. Tyto vztahy budou také následně využity při určování 
koeficientů Chabocheho kombinovaného modelu. 
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Kinematické zpevnění 
Jak už bylo řečeno, kinematické zpevnění sestává z několika rovnic (19). Tyto rovnice pro 
případ jednoosého namáhání nabývají tvaru: 
 
              
      (22) 
 
Tuto rovnici lze integrovat, čímž se dostane vztah: 
 
 
    
  
  
    
   
  
  
               (23) 
 
kde hodnota   záleží na směru zatěžování: 
 tah:       
 tlak:        
a hodnoty   
  a     představují počáteční podmínky, konkrétně počáteční hodnotu kinematic-
kého napětí   a počáteční hodnotu plastické deformace   .  
Nyní se upraví podmínka plasticity kinematického zpevnění pro jednoosé namáhání 
(rovnice (13)) na tvar: 
 
         (24) 
 
Dají-li se pak dohromady předchozí dva vztahy a dosadí-li se počáteční podmínky, dostane se 
rovnice Chabocheho kinematického modelu zpevnění popisující tahovou křivku, jednotlivé části 
hysterezní smyčky, popř. rovnici popisující cyklickou deformační křivku [10]. 
Tahová křivka je pak (po dosazení počátečních podmínek     ,      ) popsána 
rovnicí: 
 
 
      
  
  
          
 
   
 (25) 
 
Tlaková část hysterezní smyčky je popsána rovnicí (počáteční podmínky:    
 
 
,        ): 
 
 
       
  
  
                
 
   
 (26) 
 
kde     je amplituda plastické deformace. Tahová část hysterezní smyčky je popsána rovnicí 
(počáteční podmínky:     
 
 
,         ): 
 
 
      
  
  
                    
 
    
 (27) 
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Je nutné podotknout, že předchozí dva vztahy platí pouze pro širokou hysterezní smyčku pro 
symetrický zátěžný cyklus. A konečně, pro amplitudu napětí    cyklické deformační křivky 
platí vztah (zde je odvození složitější, lze jej nalézt např. v [10]): 
 
 
       
  
  
         
 
   
 (28) 
 
Pro pochopení významu parametrů   a   se nyní použije rovnice (25), ovšem ve tvaru pro 
jednoduchý kinematický model (   ), tzn. ve tvaru: 
 
 
     
 
 
          (29) 
 
 Vyjádří-li se nyní limita první derivace této funkce, lze zjistit, že: 
 
 
   
    
 
  
   
     
    
         (30) 
 
Parametr C tedy udává sklon tečny k deformační křivce na mezi kluzu. Vyjádří-li se naopak 
limita této funkce pro nekonečnou plastickou deformaci: 
 
 
   
    
     
    
    
 
 
              
 
 
 (31) 
 
je vidět, že parametr   ovlivňuje rychlost, s jakou se hodnota napětí blíží k limitní hodnotě 
   
 
 
 [10]. 
 
 
Obr. 13 Znázornění významu koeficientů C a γ [10] 
 
V případě použití více kinematických částí mají koeficienty pro jednotlivé kinematické části 
stejný význam, jako pro jednu část, jak lze vidět na obr. 14. Lepší aproximace dat je umožněna 
tím, že se model skládá z více částí a díky tomu umožňuje lépe zachytit tvar křivky. K dobrému 
popisu obvykle stačí model se 3 kinematickými částmi (M=3) [10]. 
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Obr. 14 Znázornění kinematických částí    a významu jednotlivých konstant [10] 
 
Izotropní zpevnění 
Integrací vztahu (21) se dostane rovnice popisující izotropní zpevnění pro jednoosé namáhání: 
 
                (32) 
 
Koeficient   vyjadřuje asymptotickou hodnotu, ke které se isotropní proměnná   přibližuje, 
tzn. v případě, kdy dojde ke stabilizaci izotropního zpevnění, je jeho velikost právě  . Koefici-
ent   pak podobně jako koeficient   v případě kinematického zpevnění určuje rychlost, s jakou 
se izotropní zpevnění stabilizuje na hodnotě   [13]. 
Jak už bylo řečeno, isotropní zpevnění se v Chabocheho kombinovaném modelu zpevnění 
používá k modelování zpevnění nebo změkčení materiálu. Toho se dosahuje znaménkem u koe-
ficientu   [12]: 
- cyklické zpevnění:      
- cyklické změkčení:      
 
6.4 Určení koeficientů Chabocheho kombinovaného modelu 
zpevnění 
Aby bylo možné provádět počítačové simulace pro daný materiál, je potřeba určit jednotlivé 
koeficienty na základě experimentálně zjištěných dat. Při tomto zjišťování koeficientů, tzv. 
fitování, se využívá superpozice izotropního a kinematického zpevnění. Nejdříve se tedy určí 
koeficienty pro izotropní zpevnění. To se následně odečte od experimentálních dat (které před-
stavují kombinovaný model zpevnění). Tím se získá čistě kinematické zpevnění, pro které se 
zjistí další požadované koeficienty. Pro co nejlepší přesnost fitování se v tomto kroku obvykle 
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využívá nelineární regrese. Protože se Chabocheho kombinovaný model zpevnění používá 
nejčastěji k simulacím cyklické plasticity, jsou v literatuře koeficienty obvykle zjišťovány na 
základě hysterezních smyček. Jak bude ukázáno dále, hysterezní smyčky nejsou jediným mož-
ným způsobem, jak potřebné koeficienty získat. Různé možnosti fitovaní budou nyní podrobně 
rozebrány a budou popsány možné způsoby pro určení koeficientů. 
Před jakýmkoliv určováním koeficientů je nejdříve nutné zjistit, v jakých jednotkách jsou 
naměřená data. Při určování koeficientů musí být veškeré křivky v diagramu skutečné napětí – 
skutečná deformace. Pokud tomu tak není, je nutné je přepočítat. Dalším krokem je pak 
odečtení elastické deformace. Jak jste si jistě všimli, všechny předchozí grafy měli na x-ové ose 
plastické přetvoření. Elastickou deformaci lze odečíst s využitím Hookova zákona na základě 
aditivního zákona [10]. 
 
6.4.1 Určení koeficientů izotropního zpevnění 
Nejdříve je tedy nutné určit koeficienty pro izotropní zpevnění. Pro stanovení parametrů modelu 
izotropního zpevnění lze použít test používaný ke stanovení saturované hysterezní smyčky, 
popřípadě několik testů, kdy je vzorek nejprve zatížen na tah a pak na tlak, přičemž je volena 
různá velikost tahového zatížení. 
 
Určení koeficientů ze saturované hysterezní smyčky 
Postup pro zjištění koeficientů   a   lze najít např. v [14]. Pro tento způsob je potřeba znát prů-
běh cyklické jednoosé, deformačně řízené zkoušky, jejímž výsledkem je saturovaná hysterezní 
smyčka. Zjištění koeficientu   lze vyčíst z obr. 15, který představuje saturovanou hysterezní 
smyčku. Znamená to, že hodnota akumulované plastické deformace   je velká a proces cyklic-
kého změkčení/zpevnění lze považovat za ukončený. Proto je možné uvažovat, že    . Mez 
kluzu se zjistí z tahové zkoušky, popř. ze začátku samotné cyklické zkoušky (z náběhu). Mez 
kluzu by neměla odpovídat přesně naměřené hodnotě, ale měla by být o něco vyšší, protože 
počáteční hodnota koeficientů    (které představují směrnice) nemůže být nekonečně velká [13]. 
 
 
Obr. 15 Určení koeficientu Q [14] 
Proces identifikace parametru   je popsán na obr. 16. Nejprve je nutné si vyjádřit závislost 
izotropního zpevnění      na akumulované plastické deformaci  . To se provede tak, že se 
odečte velikost      pro různé cykly (např.                    ), tedy i pro různé hodnoty 
akumulované plastické deformace. Směrnice tečny zjištěné křivky pro nulovou hodnotu akumu-
lované plastické deformace je pak rovna   . Vhledem k tomu, že hodnota   je již známa, je 
možné vypočítat i hodnotu   [14]. 
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Obr. 16 Postup pro identifikaci parametru b [14] 
 
Jiný způsob určení koeficientu   je popsán v [13]. Pro N-tý cyklus platí vztah: 
 
           
           
        (33) 
 
kde      je maximální napětí v N-tém cyklu,       je maximální napětí při prvním cyklu a 
      je maximální napětí pro ustálenou (saturovanou) hysterezní smyčku. Akumulovanou 
plastickou deformaci lze vypočítat na základě vztahu: 
 
         (34) 
 
kde     je rozkmit plastické deformace. Přesnějších výsledků lze dosáhnout, použije-li se vztah 
(33) pro více cyklů, tak jak je znázorněno na obr. 17. Jak je vidět, rovnice velmi dobře popisuje 
experimentální data. 
 
 
Obr. 17 Určení koeficientu b a srovnání s experimentálními výsledky [13] 
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Určení koeficientů z několika křivek typu jednorázový tah-tlak 
Pro tento způsob určení je potřeba několik křivek, jak je znázorněno na obr. 18. Jedná se o sérii 
několika křivek, které se skládají z tahové a následné tlakové části, o různých hodnotách plas-
tické deformace. Je potřeba více křivek od malých hodnot plastické deformace až po velké 
hodnoty. Právě z důvodu vysokých deformací jsou zkoušky ukončeny krátce po dosažení plas-
tického stavu v tlakové části, neboť hrozí ztráta stability zkoušeného tělesa. 
 
 
Obr. 18 Křivky potřebné pro určení izotropního zpevnění a způsob jeho určení 
Při určování izotropního zpevnění se tedy pro každou křivku, a tím tedy i pro příslušnou 
velikost plastické deformace, odečte hodnota izotropního zpevnění  , tak jak je naznačeno na 
obr. 18. Tyto hodnoty pro izotropní zpevnění se poté vynesou do samostatného grafu (obr. 19). 
Proložením vynesených bodů rovnicí           se zjistí požadované koeficienty   a  . 
 
 
Obr. 19 Určení izotropního zpevnění 
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6.4.2 Odečtení izotropního zpevnění 
Pro stanovování parametrů kinematického modelu zpevnění je potřeba mít k dispozici křivky 
napětí-přetvoření, které nezahrnují příspěvek izotropního zpevnění. Toho lze dosáhnout úpravou 
hodnot napětí, kdy se od naměřených napětí odečte  hodnota napětí  připadající na izotropní 
zpevnění, stanovená pomocí modelu izotropního zpevnění. Jako výchozí křivka se užívá buď 
tahová větev saturované hysterezní smyčky, kdy se koeficienty zjišťují obvykle z její tahové 
větve. Pokud je naopak k dispozici několik testů typu jednorázový tah-tlak, volí se pro co 
největší přesnost křivka s největší hodnotou deformace. Zde se pak můžou koeficienty určovat 
buď podle tahové větve, nebo podle následné tlakové větve. Přestože tlaková větev je celkem 
krátká, tak jak bude ukázáno v další části práce, pro výpočet cyklického namáhání koeficienty 
zjištěné na základě tlakové větve dávají mnohem lepší výsledky. 
Od této zvolené křivky se tedy odečte izotropní zpevnění. Při výběru tlakové části křivky je 
však třeba dát pozor. Protože tato část křivky je popsána rovnicí: 
 
 
       
  
  
                
 
   
           (35) 
 
abychom se zbavili izotropního zpevnění, je třeba jej naopak přičíst. Odečtení z obou částí 
křivky je znázorněno na obr. 20. 
 
 
Obr. 20 Odečtení izotropního zpevnění 
Všechny uvedené obrázky jsou kresleny pro případ cyklického zpevnění, kdy izotropní 
zpevnění je kladné (   ) a výsledné hodnoty napětí pro kinematické zpevnění jsou nižší (pro 
tlakovou část vyšší) než původní (kombinované) hodnoty napětí. V případě, že bude materiál 
cyklicky změkčovat, budou hodnoty isotropního zpevnění záporné (   ) a hodnoty kinema-
tického zpevnění budou naopak vyšší (pro tlakovou část nižší) než původní hodnoty napětí. 
Je nutné dát také pozor při výpočtu izotropního zpevnění, které se bude odečítat. Je nutné si 
uvědomit, že veličina p ve vztahu pro izotropní zpevnění značí akumulované plastické přetvo-
ření. Pro příslušnou část křivky je tak nutné odečíst příslušné izotropní zpevnění. 
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6.4.3 Určení koeficientů kinematického zpevnění 
Nyní, když už je k dispozici křivka pro kinematické zpevnění, je možné určit koeficienty pro 
kinematickou část modelu. Nejjednodušší cestou, jak získat požadované koeficienty, je použití 
nelineární regrese, kdy se daná křivka proloží rovnicí, která tuto křivku popisuje. Aby byla 
optimalizace úspěšná, je nutné získat startovací body. 
Pro tento počáteční odhad parametrů je možné použít postup uvedený např. v [10]. Tento 
postup určený pro kinematický model složený ze dvou částí   (M=2) vychází z vlastností 
jednotlivých koeficientů. Postup se nepatrně liší pro případ použití hysterezní smyčky a pro 
případ statické deformační křivky. 
 
Hysterezní smyčka 
- konstanta    je dána směrnicí tečny v bodě na konci dané křivky 
- dvojnásobek parametru    udává směrnici tečny v bodě, kde je plastická deformace 
nulová 
- poměr  
  
  
 lze odečíst ze vzdálenosti zakótované na obr. 21a, odtud následně získat    
Statická deformační křivka 
- konstanta    je dána směrnicí tečny v bodě na konci dané křivky 
- konstanta    je dána směrnicí tečny v bodě, kde je plastická deformace nulová 
- poměr 
  
  
 lze odečíst ze vzdálenosti zakótované na obr. 21b, odtud následně získat     
 
Obr. 21 Určení koeficientů a) z hysterezní smyčky, b) z tahové křivky [10] 
Postup pro určení více parametrů už autor neudává. Pokud chceme použít model s více 
parametry, je možné je odhadnout. Návod, jak provést odhad parametrů pro tři kinematické 
části, udává článek [15]. Podle autorů se stabilní hysterezní křivka dá rozdělit na tři části. 
Počáteční část s vysokou směrnicí, která následuje po mezi kluzu, prostřední nelineární část a 
lineární část pro vysoké hodnoty plastické deformace. S uvažováním těchto vlastností se pak 
volí jednotlivé koeficienty. Koeficient    by měl mít velmi vysokou hodnotu, aby se zachytil 
přechod křivky za mezí kluzu. Zároveň by měla být vysoká i hodnota   , aby se kinematická 
část    rychle stabilizovala.    představuje směrnici lineární části hysterezní křivky. Koefici-
enty    a    jsou voleny způsobem pokus-omyl tak, aby vyhovovaly rovnici: 
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             (36) 
 
kde    je napětí odpovídající plastické deformaci    . Koeficient    je určen na základě jedno-
osé ratchetingové zkoušky tak, aby poskytoval co nejlepší shodu. V porovnání s    a    by měl 
mít však relativně malou hodnotu. Tím se dosáhne minimálního vlivu na tvar hysterezní křivky, 
ale výrazného zlepšení při simulaci ratchetingu. 
  
Osobně se mi osvědčil způsob určování koeficientů    podle obr. 22. Koeficienty    a    se 
určují stejně jako v předchozích návodech, koeficient    jako směrnice tečny prostřední přecho-
dové části. V případě použití hysterezní křivky je postup podobný, pouze zjištěné hodnoty 
směrnic se podělí dvěma. Koeficienty    jsou pak voleny náhodně tak, aby rovnice co nejlépe 
popisovala danou část křivky. 
 
 
Obr. 22 Možný způsob určení koeficientů    
 
Po odhadu koeficientů je možné přistoupit k jejich optimalizaci. Tento postup je doporučován v 
[16]. Na základě toho, jaká křivka či jaká její část byla zvolena, bude se nelineární regrese 
provádět podle rovnic (25) - (28). Ve vhodném programu (Matlab, MathCad) se proloží experi-
mentální data (s již odečteným izotropním zpevněním) odpovídající rovnicí. Optimalizaci lze 
samozřejmě provádět i pro tahovou a tlakovou část současně. Program pak užitím vhodného 
algoritmu určí optimální konstanty tak, aby proložená křivka co nejvíce odpovídala prokláda-
ným bodům. Dnešní programy a výpočetní technika si s optimalizací obvykle poradí bez 
problémů během pár sekund. Z toho důvodu není nutné koeficienty odhadovat nějak přesně. Je 
však dobré, pokud to jde, omezit interval, ve kterém budou optimální hodnoty hledány, aby 
koeficienty „neuletěly“ ke zbytečně vysokým hodnotám. Pokud přece jen je výsledek neuspo-
kojivý, je možné změnit startovací hodnoty pro jednotlivé koeficienty a optimalizaci opakovat. 
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7 Ukázka fitování naměřených dat 
 
Postup fitování parametrů Chabocheho materiálového modelu bude ukázán na příkladu křivek 
napětí-deformace ze zkoušky jednoosý tah-tlak pro blíže nespecifikovaný materiál, změřených 
při tahové zkoušce a zkoušce tah-tlak, které poskytnula firma Bosch. K dispozici bylo 6 křivek 
pro různou velikost zatížení (obr. 23). K dispozici byly i 3 tahové křivky (obr. 24). Veškeré 
zpracování dat probíhalo v programu Matlab R2012b. 
 
Obr. 23 Cyklické křivky 
 
 
Obr. 24 Tahové zkoušky 
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 Naměřená data představují závislost smluvního napětí na smluvním přetvoření. Proto, než se 
začne cokoliv určovat, je nutné přepočítat smluvní napětí na skutečné napětí a smluvní přetvo-
ření na skutečné. 
 Nyní je už možné přejít k určování jednotlivých materiálových charakteristik. Nejdříve ze 
všeho se určí Youngův modul, který představuje závislost mezi napětím a přetvořením v elas-
tické oblasti. Při této příležitosti byla rovněž zjištěna mez kluzu pro jednotlivé křivky. Pro 
všechny křivky byl zjištěn počáteční modul pružnosti   , u cyklických křivek také modul pruž-
nosti pro tlakovou větev    a v případě křivky T04 i Youngův modul    pro další tahový zátěž-
ný cyklus. Zjištěné hodnoty Youngova modulu a meze kluzu lze vidět v následující tabulce: 
Tabulka 1 – Youngův modul a mez kluzu pro jednotlivé křivky 
křivka                                     
T01 216 400   530 
T02 217 300   520 
T03 239 500   490 
T04 232 800 177 400 209 600 480 
T05 217 600 172 600  440 
T06 207 700 159 600  420 
T07 198 800 168 700  450 
T08 207 000 165 300  400 
T09 222 000 165 000  560 
průměr 217 700 168 100 209 600 477 
průměr   198 500  
 
 Jak je vidět, hodnoty mají značný rozptyl. Zejména je nápadný velký rozdíl Youngova 
modulu pro tahovou a tlakovou větev. Matematické modely však umožňují pracovat pouze 
s jednou hodnotou Youngova modulu. Průměr ze všech hodnot činí 198 500 MPa. Tato hodnota 
by ale v případě použití vyvolala velkou chybu pro odtěžující část, která je pro naši aplikaci 
mnohem důležitější, než zatěžující část. Proto pro zvýšení přesnosti odtěžující části byla zvo-
lena hodnota Youngova modulu 185 000 MPa. 
 Ve velkém rozpětí se pohybuje také mez kluzu. Vhledem k tomu, že materiál nevykazuje 
výraznou mez kluzu, bylo její určení problematické a uvedené hodnoty jsou pouze odhad. 
Protože hodnota meze kluzu by měla být o něco vyšší než naměřená, byla pro model zvolena 
mez kluzu o velikost 500 MPa. Hodnota Poissonovy konstanty je 0,29. 
 Po zjištění hodnoty Youngova modulu byla odečtena elastická složka přetvoření. 
 
Určení izotropního zpevnění 
Pro určení izotropního zpevnění byly vybrány křivky, které mají zhruba stejný průběh tahové 
části. Jsou to křivky T04, T05, T06 a T07 (obr. 25). Jak je vidět, vzhledem k tomu, že byla 
použita jediná průměrná hodnota Youngova modulu, není plastické přetvoření pro dané části 
konstantní, tak jak by mělo podle teorie být. Proto odečtení vzdáleností způsobem, jaký je 
naznačen na obr. 18, je velmi obtížné. 
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Obr. 25 Křivky pro určení izotropního zpevnění po odečtení elastické složky přetvoření 
 
 Pro toto odečtení je tak použito podobné pravidlo, jaké se používá pro určení smluvní meze 
kluzu, s tím rozdílem, že je použito pro tlakovou část (obr. 26). Rozdílem těchto dvou napětí se 
zjistil průměr plochy plasticity          , ze které se už jednoduše vypočítala hodnota izo-
tropního zpevnění   . Při následném fitování parametrů kinematického modelu se však ukázalo, 
že nelze dosáhnout potřebného tvaru křivek, přičemž se ukázalo, že lze dosáhnout nápravy 
pomocí úpravy modelu izotropního zpevnění. Proto byla provedena korekce a od všech hodnot 
isotropního zpevnění    bylo odečteno 200 MPa. Tím došlo ke zmenšení průměru plochy plasti-
city a numerické data se tak lépe shodují s naměřenými daty. Hodnoty odečtené pro jednotlivé 
křivky a výsledné hodnoty izotropního zpevnění jsou uvedeny v tabulce 2. 
 
Tabulka 2 – hodnoty izotropního zpevnění pro jednotlivé křivky 
křivka 
     
[MPa] 
        
[MPa] 
             
[MPa] 
   
[MPa] 
  
[MPa] 
   
[-] 
T04 862,4 -675 1537,4 268,7 68,7 0,005338 
T05 953,7 -560 1513,7 256,9 56,9 0,014845 
T06 1084,4 -530 1614,4 307,2 107,2 0,044138 
T07 1151,8 -500 1651,8 325,9 125,9 0,073774 
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Obr. 26 Odečtení vzdálenosti          pro jednotlivé křivky 
 
Závislost izotropního zpevnění   na plastické deformaci    pak byla vynesena do grafu a body 
byly pomocí nástroje Curve Fitting v programu Matlab proloženy rovnicí            
(obr. 27). Tím se získaly následující koeficienty: 
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Obr. 27 Proložení experimentálních bodů rovnicí izotropního zpevnění 
 
Po určení izotropního zpevnění bylo toto odečteno od experimentálních dat, čímž se získal 
model pro kinematické zpevnění, pro který se určily příslušné koeficienty. Ty byly zjišťovány 
podle křivky s největší deformací, tedy podle křivky T07 (obr. 28). Pro porovnání přesnosti byly 
koeficienty určeny jak na základě tahové, tak z tlakové části křivky a nakonec i z obou částí 
zároveň. 
 
 
Obr. 28 Odečtení izotropního zpevnění od experimentálních dat pro tahovou větev 
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1. způsob – určení koeficientů kinematického zpevnění na základě tahové větve 
Při tomto kroku byly nejprve odhadnuty koeficienty, které se pak použily jako startovací body 
pro optimalizaci. Ta byla provedena prostřednictvím nástroje Curve Fitting, kde body byly 
proloženy příslušnou rovnicí (rovnice (25)). Koeficienty zjištěné na základě tahové větve jsou 
uvedeny v tabulce 3. 
 Aby byla možnost srovnat kvalitu nafitování, byly užitím zjištěných parametrů nasimulo-
vány příslušné zkoušky a výsledky byly porovnány. Pro simulace byl použit program ANSYS. 
Využitím axisymetrie byl vytvořen jednoduchý model válečku (obr. 29), který byl deformačně 
zatěžován. Síť se skládá z prvků PLANE183. 
 
 
Obr. 29 Geometrie, síť a okrajové podmínky pro simulaci tahové zkoušky 
 
Výsledky tohoto srovnání jsou na obr. 30 a obr. 31. Z obrázků je patrné, že numerické 
výsledky velmi dobře popisují tahovou větev, a to až do meze pevnosti. Což je ovšem logické, 
vzhledem k tomu, že koeficienty jsou zjišťovány právě na základě tahové větve. Popis tlakové 
větve je naopak značně nepřesný. Pro malé deformace průběh napětí ještě přibližně odpovídá 
naměřeným hodnotám, pro vysoké hodnoty deformací jsou hodnoty napětí velmi rozdílné. 
Tabulka 3 Koeficienty kinematického zpevnění (optimalizace podle tahové větve) 
   
[MPa] 
   
[-] 
   
[MPa] 
   
[-] 
   
[MPa] 
   
[-] 
581 514,4 5 400,6 107 479,6 573,3 4 831,4 10,6 
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Obr. 30 Porovnání naměřených a numerických cyklických křivek (optimalizace podle tahové 
větve) 
 
 
Obr. 31 Porovnání naměřených a numerických tahových křivek (optimalizace podle tahové 
větve) 
 
 
2. způsob – určení koeficientů kinematického zpevnění na základě tlakové větve 
Protože optimalizace koeficientů podle tahové větve neposkytovala uspokojivé výsledky pro 
větev tlakovou, byly koeficienty stejným způsobem zjištěny i na základě tlakové části křivky. 
V tomto případě tedy optimalizace probíhala podle rovnice (26). Výsledné koeficienty jsou 
uvedeny v tabulce 4. Srovnání numerických a experimentálních dat je pak na obr. 32 a obr. 33. 
Podle očekávání model velmi dobře simuluje tlakovou část, podle které byly koeficienty určeny. 
 FSI VUT v Brně  ÚMTMB 
 
 
43 
 
Napětí v tahové části model nejdříve lehce nadhodnocuje (kromě části hned za mezí kluzu), 
poté dojde ke stabilizaci a hodnota napětí se už nemění. Což vhledem k tomu, že u tahové 
zkoušky stoupá naměřené napětí až do meze pevnosti, způsobuje značnou chybu. 
Tabulka 4 Koeficienty kinematického zpevnění (optimalizace podle tlakové větve) 
   
[MPa] 
   
[-] 
   
[MPa] 
   
[-] 
   
[MPa] 
   
[-] 
156 174,1 1 257,9 42 115,5 299,5 19 194,4 72,8 
 
 
Obr. 32 Porovnání naměřených a numerických cyklických křivek (optimalizace podle tlakové 
větve) 
 
 
Obr. 33 Porovnání naměřených a numerických tahových křivek (optimalizace podle tlakové 
větve) 
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3. způsob – určení koeficientů kinematického zpevnění na základě obou větví 
Nakonec byly koeficienty zjišťovány podle obou částí křivky zároveň. Protože každá část 
křivky je popsaná různou rovnicí, nelze již použít nástroj Curve Fitting, který umožňuje proložit 
data pouze jednou rovnicí. Proto byla vytvořena následující funkce: 
 
               
          
 
           
           
 
 (37) 
  
kde        
     a         
     jsou napětí vypočítaná podle příslušných rovnic (25) a (26), kdežto 
     a       jsou naměřená napětí (bez izotropního zpevnění). Vektor   má tvar: 
 
                      
  (38) 
 
a představuje proměnnou, která se má optimalizovat. Optimalizace spočívá v tom, že se hledá 
minimum funkce     . K tomu byla v programu Matlab využita funkce fminsearch. Skript, 
který je možné použít, je uveden v příloze 1. 
Koeficienty zjištěné tímto způsobem jsou uvedeny v tabulce 5. Srovnání experimentálních a 
numerických dat je pak na obr. 34 a obr. 35. Průběh napětí v tahové části je podobný před-
chozímu případu. Sice nedochází k tak výraznému nadhodnocení napětí, pro oblast velkých 
deformací však opět vzniká výraznější odchylka. Tlaková větev není popsána tak přesně jako 
v předchozím případě, přesto lze výsledek považovat za uspokojivý. 
 
Tabulka 5 Koeficienty kinematického zpevnění (optimalizace podle obou větví) 
   
[MPa] 
   
[-] 
   
[MPa] 
   
[-] 
   
[MPa] 
   
[-] 
165 433,7 1 494,9 56 384,8 242,2 6 308,6 39,8 
 
 
Obr. 34 Porovnání naměřených a numerických cyklických křivek (optimalizace podle obou 
větví) 
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Obr. 35 Porovnání naměřených a numerických tahových křivek (optimalizace podle obou větví) 
 
 
4. způsob – úprava koeficientů pro lepší aproximaci 
Na základě předchozích obrázků lze vyslovit závěr, že popisují-li parametry dobře tahovou 
větev, selhávají u popisu větve tlakové a naopak. Pro zlepšení popisu je možné upravit některé 
koeficienty. Pro tuto úpravu byly využity koeficienty získané na základě obou částí křivky. 
Velká chyba vzniká u tahové části pro oblast velkých deformací. Tato oblast je popsána třetí 
částí kinematického zpevnění   . Aby se zlepšil popis tahové zkoušky, je nutné zabránit 
stabilizaci této části kinematického zpevnění. Toho se dosáhlo úpravou hodnoty   , konkrétně 
jejím zmenšením. Všechny koeficienty byly tedy ponechány na stejné hodnotě, pouze byla 
změněna hodnota uvedeného koeficientu na        (tabulka 6). Srovnání je na obr. 36 a 
obr. 37. Jak je vidět, došlo ke zlepšení tahové křivky, ale zároveň ke zhoršení tlakových částí. 
Zlepší-li tedy popis jedné části křivky, zhorší se část druhá. 
 
Tabulka 6 Koeficienty kinematického zpevnění (úprava koeficientu   ) 
   
[MPa] 
   
[-] 
   
[MPa] 
   
[-] 
   
[MPa] 
   
[-] 
165 433,7 1 494,9 56 384,8 242,2 6 308,6 17 
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Obr. 36 Porovnání naměřených a numerických cyklických křivek (úprava koeficientu   ) 
 
 
Obr. 37 Porovnání naměřených a numerických tahových křivek (úprava koeficientu   ) 
 
 Dalšího zlepšení by bylo možné dosáhnout například změnou meze kluzu, Youngova 
modulu, nebo změnou izotropního zpevnění. To by však vyžadovalo opakovat celý proces 
fitování od začátku s nejistým výsledkem. Je nutné vědět, pro jakou aplikaci se budou data 
používat a podle toho postupovat. Například pro naši aplikaci autofretáže není nutný popis celé 
tahové křivky, protože tak velkých hodnot přetvoření se při ní dosahovat nebude. Lze se tedy 
spokojit s výsledky koeficientů získaných na základě tlakové části, popř. obou částí. 
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8 Výpočtová simulace autofretáže 
 
8.1 Model geometrie, síť a okrajové podmínky 
Všechny následující výpočtové simulace byly prováděny na zjednodušeném modelu railu. Jedná 
se v podstatě o tlustostěnnou válcovou nádobu s příčným otvorem. Při tvorbě geometrie nebyl 
uvažován celý rail, ale pouze jeho část, která obsahuje příčný otvor. Bylo využito dvojité 
rovinné symetrie. Geometrické rozměry modelu jsou na obr. 38. 
 
 
Obr. 38 Geometrie a rozměry modelu railu 
 
 
Síť použitá pro výpočty v kapitolách 8.2 a 8.3 je na obr. 39. V místě křížení podélné a 
příčné díry, tedy v místě očekávané koncentrace napětí, je síť pro přesnější výpočet výrazně 
zjemněná. Typ použitých prvků je C3D10 (kvadratické čtyřstěny) a C3D20 (kvadratické šestis-
těny). Síť se skládá celkem z 122516 těchto elementů. 
 
 
Obr. 39 Vlevo – celkový pohled na síť, vpravo – detail na zjemnění 
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 Aplikované okrajové podmínky jsou znázorněny na obr. 40. Nulové posuvy na modré a 
červené ploše vyjadřují použití symetrie. Na zelenou plochu byl nastaven konstantní posuv pro 
všechny uzly. Žlutá plocha je zatěžována autofretážním tlakem, který se pro jednotlivé výpoč-
tové simulace lišil. Aby se model nemohl v prostoru pohybovat, byl na spodní hranu modelu 
aplikován nulový posuv ve směru  . Tato vazba není úplně korektní, protože neumožňuje 
rozdílnou deformaci vnější stěny railu v závislosti na poloze. Korektnější způsob zavazbení je 
naznačen na obr. 41. Spočívá ve vytvoření tuhé desky, která je pevně uchycena v prostoru. Mezi 
touto deskou a vnější stěnou railu je nastaven kontakt. Tento způsob umožňuje očekávanou 
rozdílnou deformaci stěny railu v místě naproti příčného otvoru v porovnání s místy, která jsou 
od tohoto příčného otvoru vzdálená. Použitím kontaktu však do úlohy vkládáme další neli-
nearitu, která prodlužuje výpočetní čas. Vzhledem k charakteru zatížení a geometrie railu lze 
předpokládat, že volba typu okrajové podmínky nemá podstatný vliv na napjatost a deformaci v 
oblasti příčného otvoru. Proto byl použit jednodušší způsob vazby, tedy zamezení posuvu ve 
směru   na celé spodní hraně railu. 
 
Obr. 40 Okrajové podmínky 
 
 
Obr. 41 Využití kontaktu pro uchycení modelu ve směru y 
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8.1.1 Nastavení výpočtu a vyhodnocování výsledků 
Simulace autofretáže byly prováděny pro jeden, resp. pět autofretážních cyklů. Jeden autofre-
tážní cyklus se skládá ze zatížení vnitřního povrchu tlakem     a z následného odtížení na 
nulovou hodnotu. Pro výpočty byla použita formulace pro velké posuvy. Jeden zátěžný krok (tj. 
jen zatížení nebo jen odtížení) se skládal minimálně z 20 inkrementů. Výpočty v následu-
jících kapitolách 8.2 a 8.3 byly provedeny ve společnosti Bosch Diesel s.r.o. v programu 
Abaqus 6-14.2 na počítači s osmijádrovým procesorem. 
Z pohledu výsledků je nejzajímavějším místem křížení podélné a příčné díry. Z toho důvodu 
byla v tomto místě definována cesta, na které se vyhodnocují dosažená napětí. Cesta vede ze 
středu zaoblení k vnějšímu okraji pod úhlem 45° (obr. 42). Na této cestě jsou vyhodnocována 
obvodová napětí ve všech následujících kapitolách. 
 
 
Obr. 42 Definice cesty pro vyhodnocování výsledků 
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8.2 Srovnání vlivu způsobu fitování na výsledky autofretáže 
Fitování naměřených dat probíhalo v kapitole 7 čtyřmi různými způsoby: 
1. optimalizace podle tahové větve 
2. optimalizace podle tlakové větve 
3. optimalizace podle tahové i tlakové větve zároveň 
4. optimalizace podle tahové i tlakové větve zároveň + následná úprava koeficientu    
Všechny materiálové parametry pro jednotlivé způsoby fitování jsou znovu uvedeny 
v tabulce 7. Pro porovnání vlivu způsobu nafitování byla pomocí koeficientů získaných těmito 
čtyřmi způsoby provedena výpočtová simulace autofretáže. Autofretáž byla v tomto případě 
prováděna dvěma různými tlaky o velikosti 700 a 800 MPa, přičemž byl proveden vždy jeden 
autofretážní cyklus. 
Porovnání toho, jaký vliv má způsob a kvalita nafitování na obvodová napětí v railu, je 
zobrazeno na obr. 43 a obr. 44. Při autofretážním tlaku 700 Mpa se hodnoty obvodových napětí 
pro optimalizaci podle tlakové, podle tahové i tlakové části křivky současně i po následné 
úpravě koeficientu    liší pouze v blízkosti křížení otvorů. Ve zbylém průřezu railu jsou rozdíly 
mezi hodnotami obvodových napětí téměř zanedbatelné. Při autofretáži tlakem 800 MPa se 
obvodová napětí v blízkosti křížení otvorů příslušející určení koeficientů podle 4. způsobu 
začínají výrazněji odlišovat od způsobů 2 a 3. S postupující vzdáleností od zaoblení se však 
rozdíly opět zmenšují. Při optimalizaci podle tahové větve se obvodová napětí v obou případech 
výrazně odlišují od předchozích způsobů. 
Na základě těchto výsledků lze tedy konstatovat, že při optimalizaci koeficientů podle 
tahové větve se budou výsledná obvodová napětí lišit velmi výrazně oproti obvodovým napětím 
získaných modelem určeným zbylými způsoby fitování. Projevy způsobené rozdíly mezi 
jednotlivými způsoby fitování se také zvětšují při zvyšování autofretážního tlaku. To je způso-
beno zvětšujícími se rozdíly nafitovaných dat pro větší deformace. 
 
Tabulka 7Materiálové parametry získané pro jednotlivé způsoby fitování 
 jednotka 1. způsob 2. způsob 3. způsob 4. způsob 
  [MPa] 185 000 185 000 185 000 185 000 
  [-] 0,3 0,3 0,3 0,3 
   [MPa] 500 500 500 500 
  [MPa] 117 117 117 117 
  [-] 73 73 73 73 
   [MPa] 581 514,4 156 174,1 165 433,7 165 433,7 
   [-] 5 400,6 1 257,9 1 494,9 1 494,9 
   [MPa] 107 479,6 42 115,5 56 384,8 56 384,8 
   [-] 573,3 299,5 242,2 242,2 
   [MPa] 4 831,4 19 194,4 6 308,6 6 308,6 
   [-] 10,6 72,8 39,8 17 
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Obr. 43 Porovnání procesu autofretáže simulované Chabocheho modelem optimalizovaným 
podle různých částí křivek. Autofretážní tlak 700 MPa 
 
 
Obr. 44 Porovnání procesu autofretáže simulované Chabocheho modelem optimalizovaným 
podle různých částí křivek. Autofretážní tlak 800 MPa 
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8.3 Srovnání Chabocheho a Jiangova modelu plasticity 
Jedním z hlavních cílů práce je srovnat Jiangův a Chabocheho model plasticity při výpočtu 
zbytkových napětí při opakované autofretáži. Jiangův model se ve výpočetních programech 
běžně nevyskytuje, proto všechny výpočty týkající se Jiangova modelu bylo nutno provést ve 
firmě Bosch Diesel s. r. o., kde tímto modelem disponují. Aby byly zajištěny stejné podmínky 
pro výpočet (stejný program, síť, počítač) a tím pádem možnost adekvátního srovnání, byl zde 
prováděn i výpočet pomocí Chabocheho modelu. Postup byl takový, že Jiangovým modelem, 
který se použil pro výpočet opakované autofretáže, byly nasimulovány také cyklické křivky. 
Tyto křivky byly nafitovány Chabocheho modelem. Opakovaná autofretáž pak byla vypočítána 
také Chabocheho modelem a výsledky z obou modelů byly porovnány. 
8.3.1 Model materiálu 
Model materiálu se liší od materiálu použitého v kapitole 7 a podkapitole 8.2. Jak už bylo 
řečeno, byla dodána sada cyklických křivek pro různé amplitudy přetvoření (obr. 45). Z průběhu 
jednotlivých cyklů (kterých je pro každou amplitudu přetvoření pět) je patrné, že se jedná o 
materiál, který vykazuje cyklické změkčení. Na základě těchto křivek byly získány následující 
materiálové parametry a koeficienty pro Chabocheho kombinovaný model zpevnění: 
Tabulka 8 Materiálové charakteristiky a koeficienty Chabocheho modelu pro opakovanou 
autofretáž 
                             
 
200 000 0,29 866,5 -1503 0,08749 
                                    
138 623,2 587,7 34 609,1 181.9 8 039.5 24.1 
 
 
Obr. 45 Dodané cyklické křivky nasimulované Jiangovým modelem 
Fitování probíhalo na základě křivky s největší hodnotou přetvoření, tzn. podle křivky 
s hodnotou přetvoření 0,050. Nejlepší shody původních a nafitovaných dat bylo dosaženo při 
optimalizaci kinematického zpevnění podle tahové části prvního cyklu hysterezní smyčky.  
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Kvalita nafitování je vidět na obr. 46. Pro lepší čitelnost je zobrazen pouze jeden cyklus pro tři 
různé velikosti přetvoření. Jak je vidět, Chabocheho model není schopný křivky získané Jian-
govým modelem popsat úplně přesně. Největší rozdíl je v počáteční tahové části, nejlépe je 
popsána tahová část hysterezní smyčky. Velikost chyby také klesá se zmenšující se amplitudou 
deformace. 
 
 
Obr. 46 Srovnání vybraných křivek získaných Jiangovým a nafitovaným Chabocheho modelem 
Na obr. 47 je zobrazen průběh napětí pro pět cyklů. Je vidět, že i v případě Chabocheho modelu 
dochází k cyklickému změkčení. Při porovnání s Jiangovým modelem však nedochází k tak 
rychlé stabilizaci hysterezních smyček. Vzhledem k velmi pomalé změně ve velikosti 
izotropního zpevnění jsou rozdíly napětí v jednotlivých cyklech minimální. Získaný Chabo-
cheho model lze tedy brát za uspokojivý. 
 
 
Obr. 47 Smyčky pro pět cyklů získaných nafitovaným Chabocheho modelem 
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8.3.2 Výsledky analýzy 
Výpočtové analýzy byly provedeny pro pět zátěžných cyklů pro každý model plasticity. Model 
byl zatěžován autofretážním tlakem 900 Mpa. Tato hodnota zatížení byla zvolena po konzultaci 
s firmou Bosch. Výsledky analýzy jsou uvedeny na obr. 48. Jak je vidět, hodnoty obvodových 
napětí pro jednotlivé cykly vypočítané Jiangovým modelem se od sebe příliš neliší. Za to hod-
noty vypočítané Chabocheho modelem se pro jednotlivé cykly do vzdálenosti zhruba 1,8mm od 
středu zaoblení ve směru cesty liší velmi výrazně. Pro první zátěžný cyklus vede Chabocheho 
model ještě k podobným výsledkům (rozdíly mezi obvodovým napětím vypočítaným Jiango-
vým a Chabocheho modelem jsou způsobeny nepřesným nafitováním, viz obr. 46). S každým 
dalším cyklem se však hodnota obvodového napětí snižuje, přičemž tento rozdíl s narůstajícím 
počtem cyklů klesá. Nápadný je také zlom ve vzdálenosti přibližně 6,2 mm od středu zaoblení. 
Vzhledem k očekávané vyšší přesnosti Jiangova modelu lze říci, že Chabocheho model není 
příliš vhodný pro simulaci opakované autofretáže, i když je možné, že pokud by byly k dispo-
zici výsledky (simulovaných) zkoušek materiálu při cyklickém zatěžování, tak by se podařilo 
dosáhnout lepší shody. V případě analýzy jediného autofretážního cyklu však může jednoduchý 
Chabocheho model poskytnout přijatelně přesné výsledky použitelné např. pro porovnávání 
různých variant geometrie railu. 
Vzhledem k relativně menší složitosti Chabocheho modelu oproti Jiangovu byl také rozdíl-
ný výpočetní čas. Zatímco v případě Jiangova modelu trval výpočet všech pěti cyklů přibližně 
20 hodin, v případě použití Chabocheho modelu byl výpočet dokončen za zhruba 16 hodin. 
 
 
Obr. 48 Srovnání Jiangova a Chabocheho modelu plasticity při výpočtu opakované autofretáže 
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8.4 Vliv velikosti autofretážního tlaku na zbytková napětí 
8.4.1 Model materiálu, geometrie, síť a okrajové podmínky 
Předchozí výpočet bylo nutné z důvodu použití Jiangova materiálového modelu provést ve 
společnosti Bosch Diesel s.r.o. Pro všechny následující výpočty byl už použit pouze Chabo-
cheho model, proto byly tyto výpočty prováděny na školních počítačích v programu ANSYS 
15.0. 
Model materiálu je stejný jako v předchozím případě, viz tabulka 8. Stejně tak i geometrie a 
okrajové podmínky zůstaly stejné (viz kapitola 8.1), pouze byla vytvořena nová vlastní síť, 
kterou lze vidět na obr. 49. Jsou použity kvadratické tetraedrické a hexagonální prvky 
SOLID 186. Síť se skládá z celkem 89 376 prvků. Přestože byla použita jiná síť s nižším 
počtem prvků a jiný software, hodnoty napětí se pro stejné zatížení jako v minulé kapitole lišily 
maximálně o jednotky MPa. 
 
 
Obr. 49 Vlevo – celkový pohled na síť, vpravo – detail za zjemnění 
 
Bylo provedeno pět výpočtových analýz s autofretážními tlaky o velikosti 500, 700, 900, 
1100 a 1300 MPa, přičemž byl simulován vždy pouze jeden zátěžný cyklus. Tyto velikosti tlaků 
jsou voleny tak, aby rovnoměrně pokryly oblast od prvotního výskytu plastické deformace na 
vnitřním povrchu railu až po okamžik, kdy dojde v okolí příčného otvoru ke zplastizování 
vnějšího povrchu. 
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8.4.2 Výsledky analýzy velikosti autofretážního tlaku na zbytková napětí 
Výsledky jsou vyhodnocovány stejným způsobem jako v předchozích kapitolách, tzn. na 
cestě definované podle obr. 42. Výsledkem je graf na obr. 50. Mimo to je na obr. 51 také 
zobrazeno rozložení obvodových napětí v celém modelu railu a na obr. 52 rozložení 
redukovaných napětí podle modmínky von Mises pro všechny simulované autofretážní tlaky. 
Jak je na základě uvedených obrázků vidět, čím větší autofretážní tlak aplikujeme, tím nižší 
zbytková obvodová napětí v blízkosti křížení otvorů dostaneme. Zatímco pro nižší autofretážní 
tlaky je největších zbytkových tlakových obvodových napětí dosahováno na povrchu zaoblení, 
pro vyšší autofretážní tlaky je toto maximum těsně pod povrchem a se vzrůstajícím 
autofretážním tlakem se od tohoto povrchu vzdaluje. Průběh tečného napětí na zvolené cestě je 
takový, že směrem od středu postupně narůstá, až přejde do kladných hodnot. Směrem 
k vnějšímu povrchu pak opět mírně klesá. Pro vyšší autofretážní tlaky ale zůstávají pod vnějším 
povrchem railu poměrně vysoká tahová zbytková obvodová napětí. To je způsobeno 
samorovnovážným charakterem zbytkových napětí a narůstající velikostí zbytkových tlakových 
napětí v oblasti kolem podélné díry povrchu railu. Už v předchozí kapitole bylo upozorněno na 
nápadný zlom v průběhu obvodových napětí. Podíváme-li se na obr. 50, zjistíme, že tyto zlomy 
se vyskytují u všech zobrazených křivek, přičemž vzdálenost těchto zlomů od středu zaoblení se 
zvětšuje. Podíváme-li se pak ještě na obr. 53, zjistíme, že poloha zlomů odpovídá přechodu 
mezi plastickou a elastickou částí po zatížení.  Lze tedy usuzovat, že zlomy v průběhu napětí 
jsou způsobeny právě tímto přechodem. 
Za povšimnutí jistě stojí, že maximální tlaková obvodová napětí nacházející se u křížení 
podélné a příčné díry se vyskytují pouze v rovině podélného řezu z-y. V rovině příčného řezu x-
y je naopak dosahováno velmi malých tlakových hodnot obvodových napětí. 
 
 
Obr. 50 Srovnání vlivu různých autofretážních tlaků na zbytková obvodová napětí 
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Obr. 51 Rozložení obvodového napětí v railu během autofretáže a po jejím dokončení pro různé 
autofretážní tlaky 
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Obr. 52 Rozložení redukovaného napětí v railu během autofretáže a po jejím dokončení pro 
různé autofretážní tlaky 
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8.5 Vliv velikosti autofretážního tlaku na velikost plastické 
oblasti 
Proces autofretáže je založen na vzniku trvalých plastických deformací ve stěně railu. Právě to, 
v jak veliké části průřezu dojde k překročení meze kluzu, rozhoduje o velikosti následných 
zbytkových napětí. Velikost plastických oblastí po zatížení pro jednotlivé autofretážní tlaky je 
zobrazena na obr. 53. Podle očekávání, čím větší autofretážní tlak na rail působí, tím větší je i 
plastická oblast. Příčný otvor působí jako velmi výrazný koncentrátor napětí, proto i při tlaku 
500 MPa, kdy ve zbytku stěny dojde k překročení meze kluzu pouze na nepatrné části průřezu 
railu, dosáhne plastická oblast v tomto místě téměř povrchu součásti. Nedojde však ke zplasti-
zování celého průměru příčného otvoru. Naproti tomu při zatížení tlakem 1300 MPa dojde ke 
zplastizování i velké části vnějšího povrchu v okolí příčného otvoru. 
 
 
Obr. 53 Velikost plastické oblasti v závislosti na autofretážním tlaku. Modrá – materiál 
v elastickém stavu, červená – materiál v plastickém stavu 
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8.6 Vliv velikosti autofretážního tlaku na deformaci příčné 
díry 
Při montáži railu na motor se k radiálnímu vývodu railu připojují trubky vedoucí ke vstřikova-
čům. Pro zajištění těsnosti rozhraní trubka/rail je potřeba zajistit, že nedojde k nadměrné defor-
maci railu v místě připojení trubek. Proto nutné sledovat, jak se příčná díra deformuje. 
 Deformace příčného otvoru v závislosti na autofretážním tlaku je zobrazena na obr. 54. Jsou 
vyhodnocovány posuvy okraje otvoru na vnějším povrchu railu ve směrech x a z.  Pro lepší 
čitelnost jsou všechny posuvy zvětšeny desetkrát. Původně kruhovitý otvor se deformuje na 
elipsu. Je vidět, že při použití nízkých aufofretážních tlaků nedojde k výrazné deformaci otvoru 
(z toho důvodu není na obrázku patrná čára znázorňující nedeformovaný otvor). K výraznější 
deformaci dojde v momentě, kdy plastická deformaci dosáhne vnější stěny railu v okolí otvoru, 
tzn. při aplikovaném tlaku 1300 MPa. 
 
 
Obr. 54 Deformace příčného otvoru v závislosti na velikosti autofretážního tlaku 
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8.7 Provozní napětí u autofretovaného a neautofretovaného 
railu 
Pro posouzení vlivu autofretáže na životnosti railu je potřeba znát nejen zbytková napětí, ale i 
napětí odpovídající zatížení railu při provozu. Proto byly provedeny analýzy napjatosti railu při 
tlaku, který přibližně odpovídá očekávanému provoznímu zatížení railu. Pro tyto účely byl 
zvolen provozní tlak 200 MPa. Pro důkaz, že je autofretáž opravdu potřebná, byl provozním 
tlakem 200 MPa zatížen i neautofretovaný rail. 
Výsledky této analýzy jsou zobrazeny na obr. 55, který zobrazuje průběhy obvodových 
napětí na již dříve definované cestě. Dále pak na obr. 56 je zobrazeno rozložení obvodových 
napětí v celém modelu railu pro jednotlivé případy a na obr. 57 pak rozložení redukovaného 
napětí podle podmínky von Mises. 
Pokud by rail neprošel autofretáží, dosáhne provozní napětí v místě křížení příčného a 
podélného otvoru velmi vysokých hodnot. Maximální redukované napětí v tomto místě dosáhne 
896 MPa. To je více, než je mez kluzu materiálu, jehož model byl použit při simulacích, tj. větší 
než 866.5 MPa. To znamená, že při provozním napětí 200 MPa by u railu, který neprošel auto-
fretáží, docházelo k plastickým deformacím. Tento stav pochopitelně není žádoucí, proto je 
nutné autofretáž provádět. 
V případě railů, které prošly autofretáží, dojde při zatížení na provozní tlak k nárůstu 
obvodového napětí v blízkosti vnitřního povrchu. Naopak u vnějšího povrchu se provozní 
obvodové napětí oproti zbytkovým obvodovým napětím příliš nemění. Rozložení redukovaného 
napětí je zejména u railů, které prošly vysokým autofretážním tlakem, značně komplikované. 
V žádném případě však už nedojde k překročení meze kluzu, rail je tedy při provozu zatěžován 
elasticky. 
 
Obr. 55 Provozní obvodové napětí u neautofretovaných railů a railů autofretovaných různým 
tlakem 
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Obr. 56 Rozložení provozního obvodového napětí u  neautofretovaného railu a railů 
autofretovaných různým tlakem 
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Obr. 57 Rozložení provozního redukovaného napětí u neautofretovaného railu a railů 
autofretovaných různým tlakem 
 
 
 
 
 
 
 
 FSI VUT v Brně  ÚMTMB 
 
 
64 
 
9   Závěr 
 
Tato diplomová práce se zabývá numerickou simulací autofretáže vysokotlakých zásobníků 
paliva neboli railů. Ty jsou jednou z hlavních součástí vsřikovacího systému Common Rail, 
v dnešní době používaného u téměř všech dieselových automobilů. 
Pro řešení byl použit Chabocheho kombinovaný model zpevnění, který je dostupný ve 
většině komerčních softwarů. Díky své integrovatelnosti se pro tento model relativně snadno 
dají zjistit materiálové parametry pomocí jednoosých tahových, popř. cyklických zkoušek. 
V práci byly popsány různé způsoby fitovaní, které se vyskytují v literatuře. Postup byl 
následně aplikován na naměřená data a byly zkoumány různé přístupy pro co nejlepší shodu 
mezi naměřenými daty a daty získanými numerickou simulací. Ukázalo se, že model není 
schopen přesně popsat veškeré chování materiálu. Záleželo, podle jaké křivky docházelo 
k optimalizaci koeficientů. Při optimalizaci podle tahové větve vykazoval model výrazné 
nepřesnosti pro větev tlakovou a naopak. Je tak nutné vědět, k čemu budeme naměřená data 
potřebovat a podle toho i přistupovat k samotnému fitování. 
Pomocí koeficientů získaných různými způsoby optimalizace byla provedena výpočtová 
simulace autofretáže. Ukázalo se, že při optimalizaci podle tahové části naměřených křivek se 
výsledky podstatně liší v porovnání se zbylými způsoby fitování. Rozdíly mezi jednotlivými 
způsoby se také zvětšují při aplikaci vyššího autofretážního tlaku.  
Hlavním cílem práce bylo zjistit, jak se budou lišit výsledky opakované autofretáže při 
použití Jiangova a Chabocheho modelu. Při výpočtu jednoho cyklu se výsledky příliš neliší, 
hodnoty obvodových napětí po zatížení i následná zbytková napětí si přibližně odpovídají. 
Rozdíl nastává při dalších autofretážních cyklech. Zatímco v případě Jiangova modelu jsou 
rozdíly mezi prvním a dalšími cykly minimální, v případě použití Chabocheho modelu se 
hodnoty napětí s každým dalším cyklem lišily. Tento rozdíl se nacházel v blízkosti křížení 
podélného a příčného otvoru a s každým cyklem zde docházelo k poklesu napětí. Každý model 
tak předpovídá trochu rozdílné chování materiálu. Pro zjištění, jak se materiál chová ve 
skutečnosti a který model tak lépe popisuje tuto skutečnost, by bylo třeba provést experiment. 
Využitím Chabocheho modelu plasticity a nafitovaných materiálových konstant byl 
posuzován vliv velikosti autofretážního tlaku na napjatost a deformaci při zatížení autofretážním 
tlakem, odtížení a zatížení provozním tlakem. Z hlediska výsledků rozložení napětí ve stěně 
railu je nejzajímavějším místem křížení příčného a podélného otvoru. Dané místo působí jako 
velmi silný koncentrátor napětí. Ukázalo se, že už při aplikaci provozního napětí na rail, který 
neprošel procesem autofretáže, vznikají v tomto místě pro daný materiál plastické deformace. 
Vzhledem k principu činnosti railu, kdy při každém startu motoru dojde k jeho natlakování, by 
v tomto místě docházelo k výraznému cyklickému zatěžování a hrozil by vznik a růst únavové 
trhliny vedoucí k poškození součásti. Z tohoto důvodu je proces autofretáže při výrobě railů 
nezbytný. Aplikace autofretážního tlaku 500 MPa vedla ke snížení maximálního redukovaného 
napětí při provozním zatížení z 895 MPa na 417 MPa. Použití aufretážního tlaku 700 MPa vedlo 
ke snížení redukovaného napětí na 376 MPa. Při využití vyšších autofretážních tlaků už 
docházelo k opětovnému zvyšování redukovaných napětí při provozním zatížení. Při 
autofretážních tlacích 500 – 900 MPa zůstává radiální deformace příčného otvoru v přijatelných 
mezích. Při tlacích 900 – 1300 MPa dochází v určitých místech k plastizaci přes celou stěnu 
railu, což není vhodný stav. Z tohoto pohledu vyplývá podstatný vliv velikosti autofretážního 
tlaku na bezpečnost v provozním stavu. Jako ideální se jeví použít autofretážní tlak o velikosti 
700 MPa. 
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Všechny uvedené výsledky je však třeba brát s určitou rezervou. Při výpočtu se užívá mate-
matických modelů, které se určitým způsobem snaží popsat chování skutečného materiálu. Jak 
bylo ukázáno, ne vždy se dá daným materiálovým modelem přesně popsat veškeré chování 
materiálu. Také jednotlivé vzorky se můžou v rámci jednoho materiálu chovat odlišně, např. 
vlivem nerovnoměrné struktury, vnitřních vad atd. Přesto lze na základě provedených 
numerických analýz usuzovat, jak se daný materiál za daných podmínek bude chovat. 
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11 Seznam použitých symbolů a zkratek 
 
   [MPa] napětí 
   [-] přetvoření, deformace 
    [-] plastická deformace 
    [MPa] mez kluzu 
     [MPa] mez kluzu v tlaku 
    [MPa] amplituda napětí 
    [MPa] střední napětí 
     [-] přírůstek plastické deformace 
   [-] počet cyklů 
    [-] elastická deformace 
   [MPa] Youngův modul pružnosti v tahu 
   [-] tenzor deformace 
    [-] tenzor elastické deformace 
    [-] tenzor plastické deformace 
   [MPa] tenzor napětí 
   [MPa] matice elastických konstant 
   [MPa] funkce plasticity 
    [MPa] funkce pro výpočet ekvivalentního napětí 
          [MPa] hlavní napětí 
    [MPa] hydrostatické napětí 
    [MPa] deviátorová část tenzoru napětí 
   [-] akumulovaná plastická deformace 
   [MPa] aktuální poloměr plochy plasticity 
   [MPa] funkce izotropního zpevnění 
   [MPa] kinematický tenzor napětí 
    [MPa] deviátorová část kinematického tenzoru napětí 
   [MPa] kinematická část napětí při jednoosém namáhaní 
    [-] skalární součinitel 
      [-] přírůstek axiální plastické deformace 
     [-] přírůstek plastické deformace 
    [MPa] i-tá část kinematického tenzoru napětí 
    [MPa] materiálová charakteristika 
    [-] materiálová konstanta 
   [-] počet částí kinematického tenzoru 
   [-] koeficient izotropního zpevnění 
   [MPa] koeficient izotropního zpevnění 
   [-] indikátor směru zatěžování při tahu-tlaku 
    [MPa] počáteční hodnota kinematického napětí 
     [-] počáteční hodnota plastické deformace 
     [-] amplituda plastické deformace 
      [MPa] maximální napětí 
       [MPa] maximální napětí při prvním cyklu 
       [MPa] maximální napětí pro saturovanou hysterezní smyčku 
     [-] rozkmit plastické deformace 
    [MPa] i-tá hodnota izotropního zpevnění 
     [-] určitá hodnota plastické deformace 
    [MPa] napětí odpovídající plastické deformaci     
   [-] Poissonova konstanta 
    [MPa] nekorigovaná hodnota izotropního zpevnění 
 FSI VUT v Brně  ÚMTMB 
 
 
69 
 
         [MPa] smluvní mez kluzu v tahu 
   [MPa] funkce pro minimalizaci 
      [MPa] naměřená tahová napětí po odečtení izotropního zpevnění 
       [MPa] naměřená tlaková napětí po odečtení izotropního zpevnění 
       
      [MPa] napětí vypočítané podle rovnice popisující tahovou část křivky 
        
      [MPa] napětí vypočítané podle rovnice popisující tlakovou část křivky 
    [mm] posuv v ose x 
     [mm] posuv v ose y 
    [mm] posuv v ose z 
     [MPa] autofretážní tlak 
    [MPa] obvodové napětí 
 
 
MKP  metoda konečných prvků 
DOF  degrees of freedom – stupně volnosti 
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12   Seznam příloh 
 
 
Příloha 1 Makro pro optimalizaci koeficientů 
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Příloha 1 - Makro pro optimalizaci koeficientů 
 
Vstupem jsou data naměřená při jednoosé zkoušce typu jednorázový tah-tlak s již odečtenou 
elastickou složkou přetvoření. 
 
 
function chaboche (strain,stress) 
  
set(0,'format','short g'); set(0,'formatspacing','compact'); 
 
%počáteční body kinematického zpevnění pro optimalizaci 
C1=300000; 
v1=2000; 
C2=40000; 
v2=250; 
C3=5000; 
v3=50; 
 
%známé hodnoty koeficientů isotropního zpevnění 
b=73; 
Q=117; 
 
%amplituda plastické deformace 
e_ap=0.070241956369775; 
  
%výběr hodnot pro optimalizaci podle tahové větve od meze kluzu do 
konce tahové větve 
strain1=strain(94:564); 
stress1=stress(94:564); 
 
%výpočet isotropního zpevnění pro tahovou větev 
R1=Q*(1-exp(-b*strain1));  
 
%odečtení isotropního zpevnění od tahové větve  
stress1=stress1-R1; 
  
%výběr hodnot pro optimalizaci podle tlakové větve 
strain2=strain(787:1000); 
stress2=stress(787:1000); 
 
%výpočet isotropního zpevnění pro tlakovou větev 
R2=Q*(1-exp(-b*(strain2+strain1(length(strain1))))); 
R2=(fliplr(R2'))'; 
 
%odečtení isotropního zpevnění od tlakové větve 
stress2=stress2+R2; 
 
%definování vektoru pro optimalizaci  
param = [C1 v1 C2 v2 C3 v3]; 
  
%nastavení řešiče pro optimalizaci 
options = optimset; 
options = optimset(options,'MaxFunEvals', 100000, 'TolX', 1e-6, 
'TolFun',1e-6,'MaxIter',1000000, 'DiffMinChange',1e-8,'DiffMaxChange', 
0.1); 
  
[param, FVAL, EXITFLAG] = fminsearch(@calcobj,param,options) 
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%zobrazení optimalizovaných koeficientů 
fprintf('%10.2f',param) 
fprintf('\n') 
 
%grafické zobrazení výsledku optimalizace 
plot(strain1,stress1,'bo'); 
hold on 
plot(strain1,stress_calc1,'r-','LineWidth',3);  
hold on 
plot(strain2,stress2,'bo'); 
hold on 
plot(strain2,stress_calc2,'r-','LineWidth',3); 
xlabel('\epsilon_p [-]'); 
ylabel('\sigma [MPa]'); 
legend 'původní data' 'optimalizovaná data' 
 
%vnořená funkce pro minimalizaci  
function err = calcobj(param) 
    C1=param(1); 
    v1=param(2); 
    C2=param(3); 
    v2=param(4); 
    C3=param(5); 
    v3=param(6); 
 
% napětí vypočítané podle rovnice popisující tahovou část křivky     
stress_calc1=500+(C1/v1)*(1-exp(-v1*strain1))+(C2/v2)*(1-exp(-
v2*strain1))+(C3/v3)*(1-exp(-v3*strain1)); 
 
% napětí vypočítané podle rovnice popisující tlakovou část křivky      
stress_calc2=-500-((C1/v1)*(1-2*exp(v1*(strain2-e_ap)))+(C2/v2)*(1-
2*exp(v2*(strain2-e_ap)))+(C3/v3)*(1-2*exp(v3*(strain2-e_ap)))); 
   
   
%%% z následujících funkcí se volí vždy pouze jedna 
 
%funkce pro optimalizaci podle tahové i tlakové části křivky     
err=sum((stress_calc1-stress1).^2)+sum((stress_calc2-stress2).^2); 
 
%funkce pro optimalizaci podle tahové části křivky 
err=sum((stress_calc1-stress1).^2); 
 
%funkce pro optimalizaci podle tlakové části křivky 
err=sum((stress_calc2-stress2).^2); 
 
 
end 
end 
 
